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Prefacio

El presente volumen pretende recoger los dos cursos doctorales que se
desarrollaron en la I Escuela Doctoral de la Red Iberoamericana de Inves-
tigadores en Polinomios Ortogonales, Ecuaciones Funcionales y Aplica-
ciones (RIPOEFA), del 20 al 23 de septiembre de 2021, de forma virtual.

Enlaces a los videos de ambos cursos pueden encontrarse en la web
de la red:

https:/ /ripoefa.com/

En el primer curso, impartido por el profesor Alfredo Deano, de la
Universidad Carlos III de Madrid, se presenté el estudio de ciertas co-
lectividades (ensembles) de matrices aleatorias por medio de polinomios
ortogonales en la recta real. El ejemplo principal viene dado por el GUE
(Gaussian Unitary ensemble). Esta metodologia, junto con estimaciones
asintoticas de los polinomios ortogonales y cantidades asociadas, permite
obtener informacion acerca de las cantidades relevantes sobre los autova-
lores de dichas matrices y sobre la correspondiente funcién de particion,
cuando el tamano de las matrices tiende a infinito.

En el segundo curso, impartido por el profesor Alberto Lastra, de
la Universidad de Alcald, se presenté una breve introduccién a la teoria
clasica acerca de los desarrollos asintoticos en el vértice de sectores com-
plejos y resultados relativos a la sumabilidad de soluciones formales de
ecuaciones diferenciales ordinarias. Los conceptos tedricos han sido sus-
tentados y motivados a partir de ejemplos anteriores, y que son actual-
mente objeto de estudio, como las asociadas a ecuaciones en g—diferencias
y g—andlogo de sumabilidad, desarrollos asintéticos generales y sumabi-
lidad general, etc.


https://ripoefa.com/
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Capitulo 1

Introduccion

La presente monografia pretende introducir al lector en el estado del
arte en dos temas de investigacion actual en Matematica Aplicada. Por
un lado, el estudio de funciones especiales de la Fisica Matematica y
de matrices aleatorias, y por otro el andlisis asintotico de ecuaciones
funcionales en el dominio complejo.

Mas concretamente, los objetivos de esta monografia son:

= Motivar al lector a conocer acerca de los temas trabajados en la
monografia, asi como presentar referencias bibliograficas para el
estudio en mas detalle y de temas relacionados.

= Proporcionar una breve introduccién a las funciones especiales clasi-
cas de la Fisica Matematica y algunas de sus propiedades, asi como
a temas relacionados mas recientes, como funciones de Painlevé
y problemas de tipo Riemann—Hilbert para funciones especiales y
para polinomios ortogonales (Capitulo 1).

= Dar conceptos béasicos de desarrollos asintéticos de tipo Poincaré
(Capitulo 2). Este estudio estd motivado por aplicaciones a las fun-
ciones especiales descritas anteriormente, pero se amplia en otras
direcciones en los Capitulos 5 y 6 de la monografia.

= Introducir brevemente el analisis de colectividades de matrices alea-
torias (Capitulo 3), para lo cual combinaremos técnicas de polino-
mios ortogonales en la recta real con resultados de analisis asintoti-
co.



2 CAPITULO 1. INTRODUCCION

= Conocer la motivacién histérica del uso de los desarrollos asintoticos
para funciones de variables compleja cerca de un punto senalado
(Capitulo 4).

= Conocer el concepto de desarrollo asintético de una funcion en sec-
tores del plano complejo y sus propiedades (Capitulo 5).

= Explorar los resultados mas clasicos sobre funciones con desarrollo
asintotico Gevrey, y su aplicabilidad en la sumabilidad y multisu-
mabilidad de soluciones formales de ecuaciones funcionales (Capitu-
lo 5).

= Conocer algunas de las tendencias actuales derivadas de las teorias
més clasicas sobre sumabilidad (Capitulo 6): el principal objeto de
estudio son las ecuaciones en g—diferencias y crecimiento g—Gevrey,
desarrollos asintéticos asociados a sucesiones fuertemente regulares,
resultados de tipo Maillet y la utilizacién de herramientas clasicas
como el poligono de Newton, o la aplicabilidad de la teoria de suma-
bilidad al estudio asintético de las soluciones analiticas y formales
de ecuaciones funcionales bajo la acciéon de un parametro singular.

La primera parte del monografico esta dedicada a las funciones espe-
ciales de la Fisica Matematica y a su relacion con las matrices aleatorias,
y se estructura en tres capitulos.

En el Capitulo [2] presentamos varios ejemplos de funciones especia-
les clasicas (funciones Gamma y Beta de Euler, de Airy, Bessel, hiper-
geométricas, polinomios ortogonales clésicos), asi como una breve in-
troduccién a las soluciones de ecuaciones diferenciales de Painlevé, que
constituyen un analogo no lineal mas reciente y con diversas aplicacio-
nes. Introducimos también la formulaciéon de polinomios ortogonales en
un problema de tipo Riemann—Hilbert en el plano complejo, que es una
idea que ha proporcionado una cantidad ingente de resultados (algebrai-
cos, diferenciales y asintéticos) en las dltimas décadas.

Con el fin de tratar las aplicaciones de funciones especiales y polino-
mios ortogonales en el area de matrices aleatorias, necesitamos introducir
las ideas esenciales de desarrollos asintoticos, que vemos en el Capitulo
[ En el contexto de aproximaciones asintGticas para funciones especia-
les, nos limitamos a estudiar desarrollos asintoticos de tipo Poincaré,
fundamentalmente a partir de representaciones integrales de funciones
especiales. Es importante senalar que este tema se amplia considerable-



mente en la segunda parte del monografico, con un enfoque alternativo
basado en ecuaciones diferenciales.

A continuacién abordamos el andlisis de colectividades de matrices
aleatorias desde el punto de vista de sistemas integrables. Bajo esta
perspectiva, nos concentramos en conjuntos de matrices con estructu-
ra (fundamentalmente matrices Hermiticas), en los que construimos una
ley de probabilidad que es invariante bajo transformaciones unitarias.
Esta idea se remonta a los trabajos pioneros de E. Wigner, quien empled
matrices aleatorias en el modelado estadistico de resonancias de atomos
pesados, y dicha invariancia responde a propiedades fisicas esenciales del
sistema. Al mismo tiempo, esta estructura permite aplicar técnicas de
calculo basadas en polinomios ortogonales en la recta real para analizar
propiedades (globales y locales) del espectro, cuando el tamano de las
matrices tiende a infinito. En este régimen es donde el estudio asintético
de polinomios ortogonales es fundamental, por medio (por ejemplo) del
método de descenso més rapido (steepest descent) de Deift y Zhou para
problemas de tipo Riemann—Hilbert. Presentamos brevemente esta me-
todologia, junto con conceptos esenciales como medidas de equilibrio y
universalidad.

La segunda parte del monografico esta dedicada al estudio asintético
de soluciones de ecuaciones funcionales; principalmente de ecuaciones di-
ferenciales ordinarias. Esta parte comienza con un capitulo introductorio
que pretende acercar al lector a los problemas que surgen a la hora de bus-
car soluciones holomorfas en un entorno del dato de Cauchy de problemas
diferenciales sencillos. Concretamente, se exponen problemas de Cauchy
asociados a ecuaciones de primer orden, que serviran de trampolin en
el siguiente capitulo a la hora de motivar las herramientas asintoticas
que se exponen. Asi, el Capitulo [5| plantea una serie de problemas de
Cauchy concretos, cuya resolucién no necesita de las herramientas que se
expondran a lo largo de la exposicién, pero que ayudaran a motivar la
necesidad de los desarrollos asintdticos em el estudio de las soluciones de
ecuaciones funcionales. Concretamente, se hace observar al lector a partir
de estos ejemplos iniciales que es posible encontrar soluciones formales a
problemas diferenciales cuyo radio de convergencia es nulo, y por tanto
no determinan una solucién analitica en un entorno del dato de Cauchy.
Los ejemplos se eligen de forma que en el Capitulo [6] se haya motiva-
do la necesidad de una herramienta asintética que enlace las soluciones
formales con las soluciones analiticas de alguna manera. Asi, en un pro-
blema diferencial puede ser relativamente sencillo encontrar una solucién
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formal, y a partir de técnicas y algoritmos que se expondran posterior-
mente poder obtener desde la solucion formal una solucién analitica al
problema que se relaciona con la primera en términos asintoticos.

En el Capitulo [6] se recuerdan los resultados més clasicos sobre los
espacios de funciones con desarrollo asintético y con desarrollo asintético
de tipo Gevrey, y se conduce al lector al concepto de sumabilidad, que
garantiza la asociacién univoca de una solucién analitica al problema
de partida, desde una solucién formal. También se expone el proceso
de sumacién Borel-Laplace, que establece el procedimiento algoritmico a
seguir para recuperar la solucion analitica a partir de la formal, y que
sera complementado con el mas general proceso de multisumabilidad.

En el Capitulo [7| se proponen al lector distintas formas en las que
la teoria clasica ha ido evolucionando en los ultimos anos. Por un lado,
se expone el concepto de desarrollo asintotico q—Gevrey, asociado a la
resolucién de ecuaciones en g—diferencias, y que intenta emular la teoria
clasica en este contexto. Por otro lado, los desarrollos asintéticos con
cotas mds generales (no necesariamente de tipo Gevrey, pero sujetas a
ciertas propiedades que dejan fuera las sucesiones ¢—Gevrey) han sido
objeto de estudio y son de interés en la actualidad por su versatilidad
a la hora de ser aplicadas en distintos problemas como los problemas
en los que intervienen derivadas de tipo fraccionario. Ademads, se expone
brevemente la nociéon de un problema de tipo Maillet y se relaciona con
el poligono de Newton. El primero supone un problema asociado a la
sumabilidad, y que lo precede en el sentido que nivela las cotas de los
coeficientes de una solucién formal a un problema, y que resulta ser el
primer paso para un proceso de sumabilidad Borel-Laplace. Por otro, el
poligono de Newton es una herramienta de uso comtn en el estudio de
la multisumabilidad. Se hace una mencién a los problemas de perturba-
cién singular en los que los desarrollos asintdticos y la sumabilidad han
sido de gran provecho para estudiar el comportamiento asintotico de las
soluciones cuando el parametro de perturbacion singular es préximo al
origen.

El enlace entre las dos partes de la monografia se sustenta en varios
puntos. El estudio de funciones especiales tiene interés por si mismo pues
el conocimiento de dichas funciones y su comportamiento ayuda a en-
tender otros fenémenos en los que estas aparecen naturalmente. Asi, las
funciones Gamma y Beta de Euler aparecen de forma natural a la hora
de estudiar los desarrollos asintéticos de funciones que son soluciones de
ecuaciones diferenciales ordinarias. De hecho, las sucesivas derivadas de



las soluciones se acotan en términos de la evaluacién de la funcién Gam-
ma en valores determinados por el orden de derivacién. Las propiedades
algebraicas de los espacios funcionales que sustentan la teoria de los de-
sarrollos asintéticos Gevrey provienen de las buenas propiedades de esta
funcion especial clasica. Por otra parte, las funciones de Airy y de Bessel
juegan también un papel importante en la teoria de sumabilidad, como
se sigue de la referencia [49] y el estudio asintético de la ecuacién de Airy.

En la teorfa cldsica de ecuaciones diferenciales ordinarias (EDOs) li-
neales, las soluciones se escriben en forma de serie de potencias conver-
gentes, de forma que las singularidades de la EDO son a lo sumo de tipo
regular. Esto conduce a soluciones que se pueden representar directa-
mente por medio de funciones especiales, como por ejemplo las funciones
hipergeométricas de Gauss. Sin embargo, cuando estas ecuaciones dife-
renciales poseen singularidades irregulares, la teoria de sumabilidad juega
un papel fundamental a la hora de encontrar soluciones analiticas a partir
de series de potencias formales, que resultan ser, por lo general, divergen-
tes. En este sentido, el andlisis asintotico descrito en el Capitulo 2 no es
otro que aquel usado para describir los desarrollos asintoticos en las ecua-
ciones funcionales, y su aproximacién al menor término el truncamiento
adecuado de la solucién formal al problema.

Otra conexién mas se observa a la hora de estudiar los momentos
de las medidas que definen familias de polinomios ortogonales. Estas su-
cesiones de momentos, bajo ciertas condiciones, resultan ser sucesiones
fuertemente regulares asociadas a las cotas de las derivadas de funcio-
nes con desarrollo asintético general en sectores del plano complejo. De
hecho, la derivada usual resulta ser la derivada de momentos asociada
a la sucesion de momentos de la medida asociada a los polinomios de
Laguerre clasicos, es decir, de la funcion Gamma... una vez més. No solo
estos momentos, sino también otros mas generales, también asociados
a la funcién Gamma permitiran describir las llamadas ecuaciones dife-
renciales fraccionarias (con derivadas de Caputo) desde operadores de
derivadas de momentos.

Los autores quieren dejar constancia de su agradecimiento al Servicio
de Publicaciones de la Universidad de Alcala por su apoyo a este proyecto,
asi como a los revisores de la monografia por las sugerencias realizadas,
que han ayudado a mejorar considerablemente el resultado final.






PARTE I

FUNCIONES ESPECIALES Y MATRICES ALEATORIAS






Introduccion

El objetivo de estas notas es explicar al relacion que existe entre
las teoria de funciones especiales de la Fisica Matematica y las matri-
ces aleatorias, entendidas estas desde la perspectiva de colectividades de
matrices N x N como la GUE (Gaussian Unitary Ensemble). Las funcio-
nes especiales son elementos habituales del andlisis matematico clasico,
y aparecen en varias areas de las Matemadticas, asi como en diversas
aplicaciones en Fisica e Ingenieria. Por otro lado, la teoria de matrices
aleatorias es un campo muy amplio y que ha vivido un gran desarrollo
en las ultimas décadas, con contribuciones importantes desde sistemas
integrables, probabilidad y estadistica.

La conexién entre matrices aleatorias y funciones especiales se suele
establecer en el marco de colectividades de matrices con una cierta estruc-
tura (matrices hermiticas o simétricas, por ejemplo), en las que impone-
mos una ley de probabilidad que presenta invariancia bajo transformacio-
nes unitarias. En este contexto, es posible analizar objetos importantes,
tales como distribucién (macroscépica y microscépica) de autovalores o
el comportamiento de la funcion de particion de dicha colectividad, por
medio de polinomios ortogonales y elementos de la teoria de sistemas
integrables.

En el capitulo 1 exponemos brevemente las funciones especiales clési-
cas que necesitaremos, que incluyen las funciones Gamma y Beta de
Euler, asi como las funciones hipergeométricas desde la perspectiva de la
teoria cldsica de ecuaciones diferenciales ordinarias lineales de orden 2.
Prestamos especial atencién a las funciones de Airy y Bessel, que utili-
zaremos mas adelante, asi como a los polinomios ortogonales en la recta
real. Tratamos brevemente problemas de Riemann—Hilbert para polino-
mios ortogonales y para funciones especiales, e incluimos una secciéon de
funciones de Painlevé, como andlogos no lineales de las funciones espe-
ciales clasicas.

El capitulo 2 esta dedicado a exponer ideas clasicas de analisis asintéti-
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co. La construccion de desarrollos asintoticos para funciones especiales es
relevante no solamente por su utilidad en el estudio de dichas funciones,
sino también con vistas a las aplicaciones como las que veremos en el
ultimo capitulo.

En el capitulo 3 exploramos la conexion entre funciones especiales (y
en particular polinomios ortogonales) y la teoria de matrices aleatorias.
En este contexto, los polinomios ortogonales son una herramienta muy
util para el estudio estadistico de dichas matrices aleatorias (tanto de
autovalores como de la funcién de particién), y en concreto en el limite
cuando el tamano de dichas matrices tiende a infinito. En este andlisis
presentaremos (brevemente) el método de descenso més rapido de Deift
y Zhou para problemas de tipo Riemann—Hilbert asociados a polinomios
ortogonales en la recta real, asi como otras ideas relacionadas, tales como
medidas de equilibrio y universalidad.



Capitulo 2

Funciones especiales

2.1 Introduccién

Las funciones especiales son objetos clasicos que aparecen en muchas
areas de las Matematicas, como analisis matematico, analisis numérico,
teoria de ntimeros o probabilidad, ademas de en aplicaciones en Fisica,
Astronomia o Ingenieria. De una manera general y poco rigurosa, una
funcién especial es aquella que no pertenece a las llamadas funciones
elementales (polinomios, funciones racionales, exponencial y logaritmo,
trigonométricas) y que ademds tiene un interés particular desde el punto
de vista matematico o en aplicaciones. Como ejemplos tenemos la funcion
Gamma de Euler, la funcién Zeta de Riemann, las funciones de Airy,
funciones de Bessel o los armonicos esféricos.

El objetivo de este capitulo es dar una introduccién breve a las funcio-
nes especiales y sus propiedades. Clasificar las funciones especiales de una
manera sistematica es complicado y hasta cierto punto arbitrario, puesto
que muchas de ellas estan motivadas por razones histéricas o por diver-
sas aplicaciones donde aparecen. A modo de ejemplos, las funciones de
Legendre aparecen en problemas de potencial (gravitatorio o electrostati-
co) que presentan simetria esférica, véase por ejemplo [40, Capitulo 8];
las funciones de Bessel surgen de manera natural en el analisis de ecua-
ciones en derivadas parciales lineales (como la ecuacién de Laplace o la
ecuacién de ondas) en dominios con simetria radial [40, Capitulos 5 y
6]; la funcién Zeta, estudiada primero por Euler y después por Riemann,
es fundamental en teoria de nimeros, en relacion con la distribucion de
nimeros primos, [26]; y los polinomios ortogonales clésicos (Jacobi, La-
guerre, Hermite) son esenciales en andlisis numérico (en concreto, en la

11
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construccién de reglas de cuadratura Gaussiana) y también en teoria de
aproximacién y métodos espectrales para ecuaciones diferenciales, véase
por ejemplo [45] o la referencia reciente [60)].

Las funciones especiales no se pueden reducir en general a funcio-
nes elementales, y por ello muchas de sus propiedades y su evaluacion
numérica dependen de diferentes identidades algebraicas y diferenciales
que satisfacen. Por ejemplo, es habitual que podamos escribir una misma
funcién como una serie de potencias (en un cierto dominio), mediante
una representacién integral (en la recta real o en el plano complejo), por
medio de un cierto desarrollo asintotico, o como solucion de una ecuacién
diferencial o de una ecuacion en diferencias en algiin parametro.

Las funciones especiales clasicas aparecen estudiadas en una gran can-
tidad de referencias, como por ejemplo Andrews, Askey y Roy [3], Beals
y Wong [0], Hochstadt [32], Lebedev [40] o Temme [55]. Algunos autores
combinan la teoria de funciones especiales con temas relacionados, como
el andlisis asintdtico, en el caso de F. W. J. Olver [50], o con aspectos
numéricos como Gil, Segura y Temme [31]. Asimismo, es importante men-
cionar como referencia clasica el Handbook of Mathematical Functions,
editado por Abramowitz y Stegun [I], que ha sido recientemente revisa-
do y ampliado en la Digital Library of Mathematical Functions [25], un
recurso online de enorme valor.

En estas notas presentamos brevemente las funciones Gamma y Beta
de Euler y después las funciones hipergeométricas; estas constituyen una
gran familia de funciones especiales que se pueden estudiar de forma
sistematica con la teoria clasica de ecuaciones diferenciales lineales y
resolver por medio de serie de potencias. También resaltamos de una
forma especial, por la importancia que tienen en el tema de matrices
aleatorias, las funciones de Airy y los polinomios ortogonales en la recta
real.

2.2 Las funciones Gamma y Beta de Euler

Las funciones Gamma y Beta son las primeras funciones especiales
que se suelen estudiar, y aparte de su importancia histérica son relevantes
puesto que aparecen en la construccion de otras funciones especiales mas
complicadas.

La funcién Gamma aparece en los trabajos de L. Euler, en relacion con
el problema de interpolar la funcién factorial a nimeros reales positivos,
no necesariamente enteros. Una forma de construir la funcién es por
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medio de la integral de Euler:
['(z) = / t*~letdt, Re(z) > 0, (2.1)
0

que define una funcién analitica en dicho semiplano Rez > 0. A partir
de esta expresion podemos comprobar, aplicando integracion por partes,
que I'(n + 1) = nl, cuando z = n > 0 es un entero no negativo. Este
calculo ademas muestra la identidad funcional de la funcion Gamma:

I'(z+1) = 2I'(2),

que es esencialmente la propiedad del factorial para numeros enteros
positivos. Esta identidad permite ademds extender la funcién I'(z) a una
funcién meromorfa en el plano complejo, calculando I'(z) a partir de
['(z + 1), con polos en los enteros negativos z = —n = 0,—1,—-2,...y
residuos (—1)"/n! en dichos puntos.

La funcién Beta de Euler se puede definir también por medio de una
integral real:

1
Bpa)= [ 7107 pg>0, (22)
0
y estd relacionada con la funcion Gamma por medio de la identidad
I'(p)L'(q)
Bp,q) = =~
#:9) I'(p+q)

Esta identidad permite probar otra identidad importante de la funcion
Gamma, que es la féormula de reflexion:

T

M) 1—z) = 2z ¢ 7.

sinmz’

Existen otras representaciones integrales de las funciones Beta y Gam-
ma en el plano complejo, que tienen la ventaja de que no imponen restric-
ciones en el valor de z o los pardametros, como ocurre con las integrales
reales. La formula debida a Hankel es

1 1
= — | s %elds, z € C,
I(z) 27 ),
donde el contorno de integracién £ empieza en oo con args = —m y
termina en oo con args = m, rodeando una vez el origen en sentido

positivo.
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Existen muchas mas identidades y propiedades conocidas para estas
dos funciones, como expresiones en forma de productos infinitos y aproxi-
maciones asintéticas como la conocida formula de Stirling, que se pueden
consultar en cualquier libro de funciones especiales.

2.3 Ecuaciones diferenciales ordinarias lineales de
segundo orden

Una gran familia de funciones especiales clasicas, las funciones hi-
pergométricas de Gauss y Kummer, aparecen como soluciones de ecua-
ciones diferenciales ordinarias (EDOs) lineales de segundo orden con co-
eficientes racionales. Este tipo de EDOs resulta de aplicar el método de
separacion de variables (en distintos sistemas de coordenadas) a la ecua-
cion de Helmholtz

Au + k*u =0,

donde u = u(x,y, z) y k es una constante. Si k = 0 tenemos la ecuacién
de Laplace. En coordenadas cilindricas x = rcosf, y = rsinf, z = z, la
ecuacién de Helmholtz se convierte en

82u+18u+182u+82u+k2 0.
or?2  rodr  r200%2 022 v

Si buscamos soluciones en forma de variables separadas, u(r,0,z) =
f1(r) f2(0) f3(z), obtenemos las siguientes EDOs: three ODEs:

1
{’+;f{+(k:2—a ——)fl—o

2 +:u f2:07
?/,/+a2f3207

(2.3)

donde « y p son constantes. La segunda y la tercera ecuacion se pueden
resolver utilizando funciones elementales, f5(6) = ¥ v f3(z) = e*io?,
pero la primera EDO en requiere funciones especiales; es la ecua-
cién de Bessel, que se resuelve en términos de funciones de Bessel (o

cilindricas): fi(r ) Cu(rvk? —a?).

De una manera similar, en coordenadas esféricas

x =rsin¢gcosd, y =rsin¢sinb, z =rcos,
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separacién de variables en la ecuacion de Helmholtz

u(r,0,0) = f1(r) f2(0) f3(¢)

resulta en las siguientes EDOs:

2 1
(I PERACA ) W
r 72
) " : ! 12 2 (2‘4)
sin® 0 f5 +sinfcosff; + (v(v+1)sin®0 — p*) f =0,

é/ + /’L2f3 = 07
donde v y v son constantes. La tercera EDO es elemental, con soluciones
f3(¢) = e*™#¢ v la primera se puede resolver en términos de funciones

de Bessel, fi(r) = r7Y2C, 1 2(kr). La segunda EDO (con el cambio de
variable z = cosf) es la ecuacién de Legendre:

(1—22)f7(2) — 229/ (2) + (V(l/ +1)— . ﬁ 22) y(z) =0, (2.5)

y sus soluciones f2(0) = P#(cos#) vienen dadas por funciones de Legen-
dre, o armonicos esféricos.

Otros ejemplos de separaciéon de variables en diferentes geometrias se
pueden encontrar en [55, Capitulo 10] o en [40l, Capitulo 10].

La forma general de las EDOs que estudiaremos es la siguiente:

w'(z) + f(2)w'(z) + g(2)w(z) = 0, (2.6)

donde asumiremos que los coeficientes f(z) y g(z) son funciones analiticas
de z en C, salvo por singularidades aisladas.

El conjunto de soluciones de tiene estructura de espacio vecto-
rial de dimensién dos. En completa analogia con las ideas de Algebra
Lineal, dicho conjunto de soluciones se puede generar por medio de com-
binaciones lineales de dos soluciones independientes, definidas del modo
siguiente:

Definicién 1 Dos soluciones wi(z) y we(z) son linealmente indepen-
dientes en D si su Wronskiano

Wlwy, wo](2) = ' Iwu’l(z) wy(2)

no se anula en D.
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Teorema 1 La solucion general de (2.6) se puede escribir como combi-
nacion lineal de dos soluciones independientes wy(z), wa(z) en un domi-
nio D:

w(z) = Aw;(2) + Bws(2),

donde A y B son constantes, que podemos determinar a partir de dos
condiciones iniciales w(zo) = wo, w'(z) = wy.

La forma habitual de resolver este tipo de EDOs es por medio de
soluciones en serie de potencias alrededor del punto z = 2y (que no es
necesariamente finito). Un resultado fundamental de la teoria de ecua-
cions diferenciales lineales es que el comportamiento de las soluciones en
el entorno de un punto zy € C se puede investigar a partir de las propie-
dades de los coeficientes f(z) y g(z) en dicho punto. Mas concretamente,
decimos que z = 2y es un

» punto regular si f(z) y g(z) son analiticas en z = z.

» punto singular regular si f(z) o g(z) no son analiticas en z = 2z,
pero (z — 20) f(2) v (2 — 20)?g(2) lo son.

= punto singular irregular en otro caso.

El punto del infinito es de gran importancia en analisis asintético de
EDOs, y se puede analizar mediante el cambio de variable z = 1/t y el
estudio del punto ¢t = 0 en la EDO resultante. La EDO transformada con
este cambio es

w(t) + F(t)w(t) + G(t)w(t) =0, (2.7)

donde "indica diferenciacién con respecto a t y los coeficientes son

Fo=2-51(1) c0=-5(3). (238)

Ejemplo 1 A modo de ejemplos, la ecuacion de Legendre (2.5|) tiene
tres puntos singulares requlares, en z = +1 y en z = 00. La ecuacion de
Bessel

2y'(2) + 2/ (2) + (2° = v7)y(2) =0, (2.9)

tiene un punto singular reqular en z = 0 y un punto singlar irreqular en
2z = 00, y la ecuacion de Airy

y'(z) = 2y(z) =0 (2.10)

tiene un unico punto singular irreqular en z = 0.





